PCSI1 PROGRAMME DE COLLE n°22 2024-2025

Semaine n°22 du 24 au 29 mars 2025

Les polyn6émes

Expression de la décomposition en éléments simples sur C et R des fonctions rationnelles & poles
simples.

Les espaces vectoriels

Structure de K-espace vectoriel (K =R ou C). Exemples : K", K[X], M,, ,(K) sont des K-ev.
Si Q est un ensemble quelconque (non vide), F(Q,K) = K, ensemble des applications de Q vers K,
est un K-ev. Exemple : KN, 'ensemble des suites a valeurs dans K, est un K-ev.

Notion de sous-espace vectoriel d’'un K-ev : ¢’est aussi un K-ev. Caractérisation (partie de E qui contient
le vecteur nul de E et est stable par combinaison linéaire). Exemples.

Sous espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs (ensemble des combinaisons linéaires
des vecteurs de cette famille). Notation Vect(v, ¥, ..., Uy).

L’intersection d’une famille de sous-espaces de F est un sous-espace de FE.

Somme de sous-espaces

Somme de deux sous-espaces vectoriels F' et G de E. Notation F' + G. C’est un sous-espace de E.
Vect(ﬂ’l, ... ,ﬁp) + Vect(ﬁl, e 1771) = Vect(z_[l, e ﬁp, ULy ,17n)

Somme directe de deux sous-espaces vectoriels F' et G (lorsque la décomposition de tout vecteur de
F 4 G est unique). Notation : F'@G. Caractérisation par I'intersection de ces deux sous-espaces réduite
au vecteur nul.

Sous-espaces supplémentaires d’un espace vectoriel. Exemples : S, ® A, = M, (R), P & T = RE.

Si F' et G sont deux sous espaces supplémentaires d’un espace E, définition du projecteur (projection
vectorielle) p sur F' (base) parallélement & (ou selon) G (direction). Projecteur associ¢ ¢ = Idg — p.

Un hyperplan de E est un sev de £ qui admet une droite vectorielle comme supplémentaire dans E.
Dans ce cas, pour tout vecteur b ¢ H, on a H @ Vect(b) = E.

Exercices

1
Donner la décomposition en éléments simples sur C de la fraction F/(X) = Xn 1 (otm > 2).

Exercice 2| L’ensemble B des suites réelles bornées est un R-espace vectoriel.

L’ensemble £ des fonctions lipschitziennes sur I, intervalle de R, a valeurs réelles, est un

R-espace vectoriel. On rappelle qu’une fonction f : I — R est lipschitzienne s’il existe une constante C' > 0
telle que f est C-lipschitzienne (i.e) pour tout (z,y) € I?, |f(x) — f(y)| < C|z — y|. Ainsi :

(f € L) (3C eRY, V(w,y) € I2, |f(x) — f(y)] < Cylz —yl).

Soit A et B, deux sev d'un K-ev E. On a I’équivalence suivante :

(AUBestunsevde E) < (AC Bou B CA).

1
Montrer que F = {P € R3[X]|P(1)=0c¢et / P(t)dt = O} est un plan vectoriel.
0

Dans E = R3, soit H = {(z,y,2) € E|x —y+ 22z = 0} et A = vect(a@) avec @ = (1,1,1).
Montrer : H & A = E et donner une expression de p(¥), projeté du vecteur ¥ sur H dans la direction A.

Soit S,, (respectivement A, ), ensemble des matrices symétriques (respectivement antisymé-
triques) de M,,(R). Ce sont des sous-espaces supplémentaires de M, (R).

Soit P (respectivement Z) l'ensemble des applications f : R — R qui sont paires (respec-

tivement impaires). Ce sont des sous-espaces supplémentaires de RR.

Soit I'espace E = C°(R,R). On définit H = {f € E| / / f(t)dt = 0} et D = Vect(sin).

Montrer que H et D sont des sous-espaces supplémentaires de E. Justifier H & Vect(exp) = E.
On note p, le projecteur sur H selon la direction D : préciser p(cos), p(sin), p(1).

*1/1* LycEE FAIDHERBE, LILLE



