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La calculatrice n’est pas autorisée. Les résultats seront encadrés ou | soulignés|.

|Exercice 1 | COURS et APPLICATIONS DU COURS - Questions largement indépendantes

1

[\]

~ W

. Sous réserve d’existence : exprimer en fonction de tan(a) et de tan(b),

tan(a +b) =...... et tan(a—b)=...... et  tan(2a)=......

. Si ¢ est un nombre complexe et n un entier naturel, simplifier les sommes suivantes :

(a)

(b)

n

1_q_|_q2_..._|_(_1)”q":Z(—l)qu:...?
k=0
L+2¢° +4g" +8¢°+ -+ 20g7 = ) 2 =7
k=0

. Rappeler la définition et I'expression des racines n'm®s de I'unité (ou n > 1).

. Si 6 est un réel, factoriser :

1+eie:... et 1—e? = ..

puis factoriser

(a)

(c)

1+cos(f) =... et 1 —cos(f) =...
Déterminer les racines carrées (i.e racines deuxiémes) de w = 3 + 4i.
Déterminer les racines du polynome Q(z) = 22 + (—4 + 3i)z + 1 — 7i.
On considére le polynéme P défini par
P(2) =24+ (=6 +3i)22 + (9 — 13i)z — 2 + 144.
Prouver que ce polynome posséde une et une seule racine réelle r.
En déduire les valeurs des trois racines de ce polynome P.

Pour tout réel § € R, linéariser sin®(6).
On rappelle que cela signifie trouver une expression de sin®(#) en fonction de sin(kf) et
éventuellement cos(kf) avec k € N. Veérifier le résultat obtenu en 1'évaluant avec § = 0
puis 6 = 7.
Pour tout n € N* et x € R, on définit

n o 3(ak

sin®(3"x)

k=1
Simplifier expression g, (z).
En déduire que, pour tout z € R, la suite (g,(x)),>1 converge vers une limite que 'on
précisera.

|Exercice 2 | Dans cet exercice, on cherche a déterminer Punique solution réelle de I'équation

(E) « 2 =22+ 2 —3=0»

On définit pour cela les fonctions f et g par

222 + 3
= 2% — 222 -3 et =—0
flo)=a* =2 4o =3 et ()= "5

1. Montrer que (E) est équivalente a « g () = x ».

2. Etudier les variations de f sur R.
En déduire que (F) admet une unique solution « et justifier 2 < a < 3.

3.

(a)

(b)
(c)

b
24+ 1

Déterminer des constantes a et b telles que, pour tout = € R, g(z) = a +

Déterminer g'(z) et g”(x) pour x € R.

En déduire les tableaux de variations de g’ et de g sur R (avec limites aux bords).
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1
(d) Montrer que, pour tout = € [2,3],on a : |¢g’ (x)] < it
4. On étudie ici la suite u définie par ug = 2 et :
2u? 4 3
Vn eN, Uy = —- :

(a) Montrer : Vn € N, u,, € [2,3].

(b) Question de cours : donner un énoncé précis de ['inégalité des accroissements finis.

1
(c) Montrer que, pour tout entier n € N : |u,41 — a < 6’% —al.

1
6_77,'
(e) Indiquer une méthode permettant d’obtenir une valeur approchée de o a 107 prés.

On pourra se servir de la suite des 10 premiéres puissances de 6 :
1, 6, 36, 216, 1296, 7776, 46656, 279936, 1679616, 10077696.

(d) Montrer que, pour tout entier n € N : |u,, — a| <

c — C
’Exercice 3 ‘ On considére la fonction f : 1 ( 1) .

z f(z):§ z+;

1. Soit w, un nombre complexe. Préciser, selon la valeur de w, le nombre de solutions dans C*
de I’équation d’inconnue z suivante :
« 22 —2wz+1=0y».

2. La fonction f : C* — C est-elle injective ? Est-elle surjective ? Est-elle bijective ?

3. Déterminer I’ensemble £ des complexes z € C* tels que f(z) est un réel.
Que représente cet ensemble £ pour f7?

4. Soit un complexe z non nul (z € C*). Prouver 1'équivalence :
(f(z) est un imaginaire pur) < (z est un imaginaire pur).
En déduire Pensemble f~(iR) (ou «iR» est une notation qui désigne I'ensemble des nombres
imaginaires purs i.e I’ensemble des nombres qui s’écrivent ir avec r € R).
5. On définit la famille des polynomes (P, )nen par
P(X)=1 e P(X)=X et pourtoutn=>0, P, o(X)=2XP,1(X)— P.,(X).
(a) Déterminer les polynomes P (X), P3(X) et Py(X).
(b) Montrer que, pour tout entier n > 0, on a :
Vz e C* f(2") =P, (f(2)).
(c) En déduire :
pour tout n € N, pour tout § € R, P, (cos(f)) = cos(nf).
(d) Une application

i. Résoudre I’équation, d’inconnue 6 : cos(46) = 0.

ii. Déterminer les racines du polynome Pj.

iii. En déduire la valeur de cos <g>
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’Exercice 4 ‘ Soit n € N, n > 2 et soient zg,--- ,2,_1 des complexes non nuls.
n—1
z
Pour k € [0; n— 1], on pose ay = ZF_ ot on suppose que Zak = 0.
|2 k=0
n—1
On définit alors la fonction f sur C, par Vz € C, f(2) = ) ag (2 — z).
k=0

1. Pour k € [0; n — 1], quel est le module de ay ?
2. Simplifier f (0).
3. Pour (t;,ty) € C?, simplifier f (t1) — f (t2). En déduire que f est une fonction constante sur C.
4. En déduire : ) )
VzeC, > |ul <D |z— ().
k=0 k=0

5. Une premiére application
Soit MyM;M;M;z un carré dont la longueur des cotés vaut 1.

On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé tel que les affixes de A, B et C soit,
141 -1+ —1—1
—, 21 = et 29 = .

2 2 2
(a) Quelle est Paffixe z3 du point D ?
(b) Justifier que I'on peut appliquer (k).

(c) Si M est un point du plan d’affixe z, quel est le minimum de M My+ M My + M My+ M Mj
(cette valeur est la somme des distances de M aux quatre sommets du carré).

respectivement, zo =

6. Une seconde application
Dans cette partie, on suppose que n = 2 et on pose

V3-1
2V/3

20 = — (14+4d), z1=142 et z =i+ 2z

(a) Soit z € C, montrer :
142" =1+]2%|+2Re(2) et |i+z]>=1+[22|+2Im(z).
(b) Donner la forme exponentielle de —1 — 4, puis celle de z.

C alculer |z1| et |zo| et simplifier a; + as.
Calcul implifi
Que vaut ag + ay + as?

(d) On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé direct et on note My, M; et Mo
les points d’affixe zg, z1 et 25.

i. Montrer que le triangle de sommets My, My et M, est rectangle en M, et isocéle.
ii. Si M a pour affixe z, quel est le minimum de M My + M M; + MMy ?
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