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Exercice

I - Etude du cas général

E désigne ici un R-espace vectoriel non trivial, mais quelconque, et f un endomorphisme de F (f € L(E)) vérifiant
légalité :
fP—4f+31=0

ot 'on a posé I = Idg, application identité de £ (rappel : ici, 0 représente 'application nulle Oz (g)).

1. Montrer que f est un automorphisme de E et exhiber 1.
2. On note g et h les éléments de L(E) définie par g= f —3let h=f — 1L

(a) Déterminer goh et hog. En déduire deux inclusions, que l’on prouvera, liant chacune deux ensembles parmi
les quatre suivants : Im(g), Im(h), Ker(g) et Ker(h).

(b) Montrer que I peut s’écrire comme combinaison linéaire de g et h.
En déduire que E = Im(g) + Im(h).

(¢) On pose G = Ker(g) et H = Ker(h).
Prouver! que G et H sont des sous-espaces supplémentaires de E.

3. On note p le projecteur sur G parallélement & H, et g le projecteur sur H parallélement & G. Faire un schéma
illustrant cette situation et faisant apparaitre les espaces G, H, un vecteur Z quelconque, p(Z) et q(Z).
(a) Exprimer p et g 4 aide de g et h.
(b) Montrer qu'on a f = 3p + q.
(c) Déduire des résultats précédents ’expression de f™ en fonction uniquement de p et ¢ (et de n > 1).
(d) L’expression obtenue est-elle valable pour n = —1 7

II - Un premier cas particulier

—1 2 -2 x
Soit A= -2 3 -2 |:siX=| y | €R3 onpose p(X)=AX.
2 -2 3 z

1. Justifier que ¢ € £ (Rd) vérifie @2 — 4 + 31 = 0.

2. Montrer qu’il existe deux projecteurs p et ¢ de E = R?, que I'on explicitera, et des constantes réelles a et b
vérifiant : Vn > 1, " = a"p + b"q.

3. Trouver, a l'aide de la question précédente, I'expression analytique de ™.

4. On définit trois suites (un )neN, (Vn)nen €t (Wn)nen par (uo, vo, wo) € R? et, pour tout n > 0,

Upt1 = —Up+ 20, — 2w, Uy,
Un+1 = —2Up+3v, —2w, eton pose, pour n € N, X,, = Un
Wpy1 = 2Up — 20, + 3wy, W,

(a) Déterminer u,, v, et w, en fonction de ug, vy et wy (et de n).
(b) A quelle condition sur Xy les trois suites convergent-elles simultanément, ?
III - Un second cas particulier
On considére maintenant Papplication 1 définie sur Rq [X] par, pour tout P = P(X) € Ro[X] :
Y(P(X)=(X*+1)P(1)+P(X) ie (P)=P(1)(X*+1)+P.
Montrer que 1) est bien un endomorphisme de Ry [X].
Montrer que ¢? — 41 4+ 31 = 0.
Justifier que 9 est un automorphisme de Ry [X] et exprimer ¢! (P (X)) a laide de P (1) et de P (X).
Montrer qu’il existe deux projecteurs p et ¢ de E = Ry[X], que l'on explicitera, et des constantes réelles a et b
vérifiant : Vn > 1, ¥" = a"'p + b"q.
5. Préciser Ker(p) et Ker(q) sous forme d’espaces vectoriels engendrés.
6. Donner lexpression de 9" (1 + X+ X2).
7. Cette question est largement indépendante de ce qui précéde.
On note A, 'endomorphisme (dérivation) de Ry[X] défini par A(P) = P,
Les endomorphismes 9 et A de Ry[X] commutent-ils ?
On note S lensemble des polynomes de Ry [X] tels que (Aow))(P) = (o A)(P) : justifier que S est un sous-espace
de Ry[X], et en déterminer une base.

=

1. On n’oubliera pas que G = Ker(f — 31) et H = Ker(f —1I), donc Z € G équivaut & f(Z) =...,et T€ H a f(Z) =...
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