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On note C(R) I'ensemble des fonctions continues de R vers R.
On cherche a déterminer les fonctions f € C(R) (i.e continue sur R) vérifiant :

¥z ER, VYR, | f(z+y)+ fl@—y) =2f(@)f ()| ()

PARTIE A
On rappelle la définition des fonctions ch et sh sur R :
Ve e R, ch(z)= % et sh(z)= %
1. Montrer : Vx € R, Vy € R,
h(2 1
‘chQ(x) —sh?(z) =1}, ‘ch(m +y) = ch(z)ch(y) + sh(z)sh(y) ‘ et |ch(z) = ch( z) +

2. Etablir que les fonctions ch et cos vérifient ().
3. Déterminer les fonctions constantes solutions de (x).
4. Soit f une solution de (x). Pour tout A réel, on définit la fonction f) par :

Vo € R, fax) = f(Ax).
Montrer que fy vérifie (x).

5. Soit f une solution de (x).

(a) Montrer que f(0) vaut 0 ou 1.
(b) Si f(0) =0, prouver que f est la fonction identiquement nulle.
(¢) Si f(0) =1, prouver que f est une fonction paire.

PARTIE B
On suppose dans cette partie que [ est une solution de (x) vérifiant f(0) =1

1. Justifier Iexistence d’un réel a > 0 tel que f(z) > 0 pour tout x € [0, a].
2. On suppose f(a) > 1.
(a) Justifier 'existence d’un réel A > 0 tel que f(a) = ch(\a).

(b) A T'aide d’un raisonnement par récurrence sur n, montrer! :
a a
VneN, f (27) — ¢ch ()\2—n)
puis, a laide d’un raisonnement par récurrence (forte) sur m,
ma ma
V(n,m) € N2, f (2—“) =ch ()\Q—n)
(c) Soit x > 0, un reéel fixé.
On définit la suite ¥ = (Yn)n>0 par :

aF (=
Yn = (na ) )
ou E désigne la fonction partie entiére (E(z) = |z]).
Montrer que la suite ¥y = (yn)n>0 est convergente et déterminer sa limite.
(d) En déduire : Vz € R, f(z) = ch(A\z).
3. On suppose f(a) < 1. Justifier 'existence de A > 0 tel que f(a) = cos(Aa).
Montrer qu’il n’y a pas unicité de A\, mais qu’il en existe un minimal. On fait le choix de ce A.
Déterminer f(z) pour tout x € R.
PARTIE C

Conclure.
PARTIE D - compléments

On se propose, dans cette partie, de déterminer les fonctions f vérifiant (x) et qui sont deux fois dérivables sur R,
indépendamment des résultats établis dans les parties précédentes.

1. Etablir que, pour une telle fonction f, on a :

V(z,y) €R?, [ (x+y)+ f"(z—y) =2f(z)f"(y).
En déduire l'existence d’une constante réelle k telle que : Vo € R, f"(z) = kf(z).

2. Etablir également : f'(0) = 0.

3. Cours : résoudre sur R, I’équation différentielle «y” + py = 0» en fonction de la valeur de la constante réelle p.
4. Conclure.

1. On pourra utiliser les résultats de la partie A-1. et montrer que, si f vérifie (x), alors pour tout réel z,
L+ f(2) = 2f2(Z), puis, si £ € [0,a], f(2) =...
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